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Introduccion

En este curso de teoria de numeros abordaré una pequeiia introduccion, en general suficiente
para resolver problemas de cierta complejidad, pero sin llegar a matematica avanzada. Partiremos
de una base minima, en la que ya estan construidos IN,Z,Q,IR y C pero no seran necesarios
conocimientos de calculo diferencial ni integral, al menos hasta nuevo aviso y sélo en caso de
demanda al respecto.

En el primer capitulo expondré nociones basicas de divisibilidad, normalmente incluidas en el
curriculo de la ESO, aunque tratadas solo superficialmente, lo minimo para que el alumno pueda
operar con fracciones. Aqui se trataran en profundidad y por supuesto con demostraciones.

En el segundo algo sobre anillos de restos (también conocido como congruencias),
ecuaciones modulares y diofanticas.

Por ultimo trataré las funciones aritméticas, en especial las multiplicativas, que se considera el

ultimo escalon antes de meterse de lleno en la teoria de numeros analitica avanzada.



Capitulo 1. Divisibilidad

En este curso se considerara que el conjunto de los nimeros naturales es {1,2,3,...}, es decir,

que el 0 no es natural.

1.1. Definicion y propiedades basicas.

Definicion: Sean a y b dos nimeros enteros. Si existe otro entero ¢ tal que ac=b se dice que a

divide a b, que a es un divisor de b o que b es miltiplo de a. Se representa a|b .
Inmediatamente surgen las primeras propiedades, algunas mas conocidas que otras.

Proposicion: Para enteros cualesquiera a, b y ¢ se cumple:

1. Si alb y b#0 entonces |a|<|p| .

2. Si alb y blc entonces alc .

3. Si alb, entonces albc .

4. la| dividea |b| siysolosi alb.

5. Si alb y bla entonces |a|=|| .

6. Si alb,entonces a|b+c)e=alc.

7. al0, 1a

8. Si ablac y a#0 entonces blc .
Demostracion:

1. En estas condiciones, existe k€Z tal que ak=b. Como b#0, entonces k#0,y
por tanto |k|>1 . Entonces |b|=|ak|>|al .

2. Existen r,s€Z tales que ar=b,bs=c, de donde a(rs)=c.

3. Esclaro que b|bc . Ahora apliquese el apartado anterior.

4. Si la divide a |b| entonces existe k€Z tal que kla|=[p|. Si a tiene el mismo
signo que b, serd ka=b,y sino, —ka=b . Reciprocamente, si a|b, existe k€Z tal que
ka=b vy por tanto |kl|la|=|p| .

5. Por el apartado anterior tenemos que |a| y [b| se dividen el uno al otro y por el
apartado 1, queda |a/=p| .

6. Si alb y alc existen r,s€Z tales que b=ar, c=as,y por tanto b+c=a(r+s).
Para el reciproco basta darse cuenta de que ¢=(b+c)+(—b).

7. a-0=0, l-a=a



8. Existe d€Z tal que adb=ac .

1.2. Division entera y algoritmo de Euclides.

Ahora introducimos la division euclidea, que nos permitira demostrar el teorema fundamental
de la aritmética. Pero antes es necesario probar un resultado estructural de Z , que es el que
permite en el fondo efectuar tal division. Diremos que un subconjunto 4SZ es acotado si existe

n€N tal que la|<n~ a €A . Pues bien,

Proposiciéon 1.2.1: Todo subconjunto acotado de Z es finito.

Demostracion: Sea A un subconjunto acotado de Z, y sea n€N tal que |d<nVa€A4. Sea
B={a+n,ac€ A} . Es obvio que card(A)=card(B) y, como BES{1,2,...,2n} , esta claro que
card (A)<2n .

Teorema. Division euclidea. Sean a,h€IN con a<b .Si afb existen naturales ¢, r tGnicos tales
que O<r<a 'y b=aq+r.

Demostracion: Sea A={ak,k€IN} , que es infinito (pruébelo el lector). Por la proposicion anterior
no esta acotado, y como todos sus elementos son positivos, existe K€IN tal que ak>b. Sea
B={keN,ak>b} . Este es un subconjunto no vacio de IN y por tanto tiene un primer elemento
q'; ademas, como a<b es q'>1.Sea g=¢q'—1. Por la eleccién de ¢, es claro que ag<b,y
como a{b, ag<b. Ademas, si hacemos r=b—aq, es r>0, y si fuera r>a tendriamos
b=aq+rzaq+a=a(q+1)=aq’'>b , una contradiccién; por tanto r<a . Supongamos ahora que
existen q0, 7, con las condiciones indicadas.  Entonces q,%B y  como
a(g,+t1)=aq,+a>aq,+r,=b  resulta que ¢,+1€B . Es claro que los elementos de B son todos

consecutivos, asi que ¢,=¢ . Se sigue facilmente que 7= .
Surge ahora la necesidad de extender este resultadoa Z .

Teorema 1.2.2: Sean a,b€Z . Si atb y a#0, entonces existen ¢,rEZ Tnicos tales que
0<r<lal y b=aq+r.
Demostracion: Para la existencia, considérense los casos:

« b>a>0.Yaprobado.

« a>b>0.Tomese g=0,r=b.

« —b>—a>0. Aplicando el teorema anterior, sabemos que existen ¢,r€E€IN Unicos tales

que —b=—ag+r y O0<r<—a=la| . Entonces b=ag—r=a(g+1)+(—a—r). Por otro



lado 0=a—a>a+r>a,porloque 0<—a—r<—a=lal .
- —a>-—b>0.Bastatomar g=—1,r=b—a.
« —=b>a>0. Queda —-b=ag+r=b=a(—q)-r=a(—qg—1)+(a—r). Por otro lado
0=a—a<a-r<a.
« b>—a>0.Ahora b=—aq+r=a(—q)+r.
Para la unicidad supongamos que existen dos pares ¢g,7 y ¢g',r' con las propiedades exigidas.
Entonces aq+r=aq'+r', es decir, a(¢q—q')=r'—r . Por tanto al(r'—r),y como |a|>|r—r’|

debe ser r—r'=0,yentonces r=r'y g=q'.

Los nimeros » y g alos que se refiere este teorema se denominan respectivamente resto y
cociente de la division, que permite hallar mediante un sencillo algoritmo el médximo comun divisor

de dos enteros. Lo definimos con precision.

Definicion 1.2.3: Dados dos enteros a,b se dice que d es un maximo comun divisorde a y b
(mcd en adelante), si d|a, d|b y para cualquier otro entero d ' que sea divisor de a y de b se

tiene que |d'|<l|d| .

Es inmediato el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.4: Sean a,h€Z .Si d y d' sonmedde a y b, entonces |d|=|d | .

Dados dos enteros no nulos a la vez, la existencia de su mcd estd garantizada, ya que dos
numeros enteros siempre tienen un divisor comun (a saber, el 1) y el conjunto de los divisores de un
nimero no nulo esta acotado. La proposicion anterior implica que existen dos med, uno positivo y
otro negativo. En adelante, salvo que se especifique lo contrario asumiremos que e/ mcd de dos
enteros a,b es el positivo de los dos que hay, y escribiremos d =(a,b) para indicar que d es el
mcdde ay b.

Ahora damos una caracterizacion importante del mcd.

Teorema 1.2.5: Sean a,b,d €N . Son equivalentes:

1. d=(a,b)

2. Todo divisor comina a y b dividea d .
Demostracion (incompleta): La implicacion 2=1 es muy sencilla: si d 'la y d'|b, por hipétesis
d'ld y entonces |d'|<|d|. Pero para demostrar el reciproco necesitamos antes describir el

algoritmo de Euclides y probar la identidad de Bezout.



Sean a,b nimeros naturales, con a>b. Si bla es obvio que (a,b)=b . Si no, podemos
efectuar la division euclidea y escribir a=gb+r. Observamos que cualquier nimero que divida a
a y a b dividird también a r, y ademas r<b . Esto sugiere el siguiente algoritmo', llamado
algoritmo de Euclides:

Entrada: Dos numeros naturales a,b con a>b .

Funciones auxiliares: Dados dos naturales x,y con x>y, y{fx, R(x,y) sera el resto de

la division de x entre y,y QO(x,y) su cociente.

ro=a;
r,=b;
n=1;

mientras 7 ,47,_, s

0,=Q(r,_1,1,);
Foa=R(r, 1)
n=n+1;

fin mientras

Salida: 7, .

Primero, obsérvese que la sucesion {Fn} es una sucesion decreciente de nimeros naturales, lo
que muestra que el algoritmo acaba, es decir, que en algn momento 7,|7,_; ; Sea m el maximo
valor que alcanza n,y sea d=r, , es decir, la salida del algoritmo. Segundo, como hemos
apuntado antes, cualquier divisor de 7,.; divide tambiéna 7, ya 7,_, (paratodo n entre 1 y
m—1). Pero d|r,_,,y por tanto d|r,_,,y portanto d|r,_s, etc. Entonces d|a y d|b. Ademas,
si d'lay d'lb, d'lr,, etc y vemos que d'|d. Esto, junto con la implicacién ya probada del
teorema, demuestra que d =(a,b).

Quiza se haya preguntado el lector por qué nos hemos molestado en “guardar” la sucesion
{g,} . Ahora mismo hallara la respuesta. Podemos escribir:

ro=q,r,tr,

r\=q,r, T,

rm—2: qm—l rm—l +d

1 Para el lector sin unos minimos conocimientos de programacion, doy aqui una explicacion del algoritmo. Dividimos
a entre b, obteniendo un cociente ¢ y un resto ». Después dividimos b entre » obteniendo otro cociente y otro resto.
Seguimos asi, hasta que la division sea exacta y formamos dos sucesiones, una con los cocientes y otra con los
restos. La parte comprendida entre las palabras “mientras” y “fin mientras” es la que se repite hasta que la division
sea exacta. No pretendo sustituir el algoritmo con esta explicacion, sino complementarlo.



o equivalentemente,
ry=ro=q,r,

rs=ri—q,r,

d:rm—z_Qm—lrm—l .
Sustituyendo, podemos obtener 7; en funcion de 7, y 7, (concretamente,
ry=ri—q,(ro—q,r)=(1+q,9,)r,—q,r, ). Y también 7,, etc. También, por supuesto, d. Hemos

probado:

Teorema (identidad de Bezout): Sean a,b€IN. Sea d=(a,b). Entonces existen numeros

enteros x,) tales que d =ax+by.

Ahora podemos completar la demostracion del teorema anterior. Si d =(a,b), d |a y d b,
escribimos ax+by=d , lo que implica inmediatamente que d '|d .

Es necesario, aunque facil y algo tedioso, extender estos teoremas para valores enteros (quiza
distintos de cero en algunos casos) de a,b. El lector no convencido puede intentarlo como

ejercicio. Viene bien para asimilar las caracteristicas del algoritmo de Euclides.

1.3. Los numeros primos. El teorema fundamental de Ila

Aritmética.

Presento aqui una de las familias de objetos matematicos mas cadticas y fascinantes: los

nimeros primos.

Definicion 1.3.1: Sea p€IN . Se dice que p es primo si p#1 y los tnicos divisores naturales de
p sonly p.Sedice que un entero p es primosi |pl es natural primo (el 0 no es primo). Salvo
que se indique lo contrario, al decir que p es primo, se sobreentenderd que p es natural. Si un

natural distinto de 1 no es primo, se dice que es compuesto.

Definicion 1.3.2: Sean a,b enteros. Se dice que son primos entre si 0 que a es primo con b si

(a,b)=1.

Proposicion 1.3.3: Si los enteros a,b son primos entre si, entonces existen x,y enteros tales que
ax+by=1.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la identidad de Bezout.



Proposicién 1.3.4: Si p esprimo, a€Z ,y pfa,entonces @ y p son primos entre si.

Demostracion: Sea d =(a, p) . Entonces d€(1,p} , porser p primo. Como pta, d=1.

Teorema 1.3.5: Sea p unprimoy a,b€EZ .Si plab entonces pla 6 p|b.
Demostracion: En las condiciones del teorema, existe un entero ¢ tal que cp=ab . Supongamos
que pfa. Entonces, en virtud de lo anterior, existen dos enteros x,y tales que ax+ py=1.

Entonces, ¢cpx=abx=(1—py)b osea, p(cx+by)=b, porloque p|b.

Es facil probar por inducciéon que si un primo divide a un producto de enteros, divide al
menos a uno de ellos. Ya estamos en condiciones de demostrar el teorema fundamental de la

aritmética.

Proposicion 1.3.6: Todo nimero natural mayor que 1 se puede expresar como producto de primos.

Demostracion: Razonamos por induccion. El nimero 2 cumple el enunciado por ser ¢l mismo
primo. Sea n€IN y supongamos que todo natural menor que » (y mayor que 1) se puede expresar
como producto de primos. Si n es primo no hay nada que probar, y si no, al ser mayor que 1, sera
compuesto, es decir, existen dos naturales a,b mayores que 1 tales que ab=n . Por la hipdtesis de

induccidn, estos dos naturales se pueden expresar como producto de primos, y por tanto n también.

Teorema fundamental de la Aritmética (TFAr): La descomposicion a la que alude la proposicion

anterior es Unica para cada natural mayor que 1, salvo en el orden de los primos. Mas precisamente,

si n=H pk=H q,, donde (p,) y lg,) son familias de primos no necesariamente distintos,
k=1 k=1

entonces 7=s y existe una aplicacion biyectiva o de (1,2,...,r} en si mismo tal que para cada
k€{1,2,...,l"] » Pr=4s0) .

Demostracion: Sea n un natural con las dos descomposiciones citadas en el enunciado. Por

s
simetria podemos suponer r=<s. Se tiene que p1|H q,, y como P, es primo existe
k=1

o(l)el,2,...,s tal que P1|%(1). Elegimos el menor posible. Al ser 4, primo debe ser

P1=49,1) Yy queda H D= H 4 . Razonando del mismo modo con todos los primos p,
k=2 1<k<s
k#o(1)



llegamos a que 1= H qx , de donde se ve claramente que »=s . La aplicacion biyectiva queda

1<k <s
k#o(1)
k#0(2)

krﬁc:r(r)

asi correctamente construida y el teorema probado.

La importancia de este teorema radica en que si tenemos por ejemplo la descomposicion

72=27-3% , eso quiere decir que ninguin otro primo puede dividir a 72.

1.3. Aplicaciones inmediatas del TFAr.
El TFAr permite definir funciones” sobre los nimeros naturales que resultan de gran utilidad a
la hora de formalizar ciertos razonamientos. Llamaremos en adelante P al conjunto de los nimeros

primos (naturales).
Espectro primo: Si n€N | se define S(n)={peP, p|n} .

Funcién p-multiplicidad: Para cada p€P definimos la funcién 72, de este modo: 7 ,(n) es el
nimero de veces que aparece p en la factorizacion de n. Asi, podemos escribir

n:H pmp(n): H pmp(n) . Nétese que mp(n)>0<=>p€S(n) .
)

pEP peS(n

Funcién longitud: Para cada n€N definimos /(n)= ), m,(n)= > m,(n) .
pEP peS (n)

Se deja como ejercicio comprobar que para todo par de naturales a,b :
- m,(ab)=m(a)+m(b) paratodo peP.
- Si peP, entonces m,(a+b)=min(m (a),m,(b)) ysi m,(a)#m,(b) entonces se
alcanza la igualdad.
- l(ab)=Il(a)+1(b)
- S(ab)=S(a)uS(b) . En particular S(a")=S(a) paratodo neiN .
- S(a)nS(b)sS(a+b)
Asi como estas funciones se “comportan bien” con los productos, resultan terriblemente
cadticas con las sumas, siendo hasta la fecha imposible de determinar de un modo sencillo por

ejemplo /(a+b) en funciéon de [(a),l(b),a y b. De hecho, un descubrimiento al respecto,

2 Es posible que en la literatura estas funciones no se usen, o tengan otros simbolos y nombres.



seguramente traeria como consecuencia la resoluciéon de muchos de los problemas mas célebres que
hay planteados en teoria de nimeros. Por ejemplo, Goldbach plante6 el siguiente problema a Euler
en una carta: “Demostrar que todo niimero entero mayor que 2 es la suma de tres® primos”. Aunque
hay fundadas sospechas de que esto es cierto, el problema lleva mas de dos siglos abierto, y se
conoce como la conjetura de Goldbach. Obsérvese que el problema se podria formular de este
modo.

“Demostrar que a+b+c recorre todos los niimeros naturales mayores que 2 cuando /(a)<1
y [(b)<1 y I(c)=1*,

Podemos citar también en este sentido la conjetura de los primos de Mersenne. Los primos de
Mersenne son aquéllos que se pueden escribir como 2"—1. Es facil probar que para que este
nimero sea primo es necesario que 7 sea primo. Asi, para los primeros primos tenemos 2°—1=3 ,

2°—1=7, 2°=1=31, 2'=1=127 pero enseguida nos topamos con una excepcion:

2''—1=2047=23-89 . El primo de Mersenne mas grande conocido hasta la fecha es 2°**%7—1

que tiene cerca de diez millones de cifras, descubierto el 4 de septiembre de 2006. Se sospecha,
pero no se ha demostrado, que hay infinitos primos de este tipo. Imaginese el lector cuanto
facilitaria las cosas poder descomponer la expresion [(27—1) .

Quiza haya observado que los factores 23 y 89 de 2''—1 tienen la propiedad de que al
restarles 1 da justamente un multiplo de 11. Este hecho no es casual, sino que es generalizable a
todos los divisores primos (y también a los no primos) de un nimero de la forma 2”—1 . Estaremos
en condiciones de probarlo cuando estudiemos las congruencias.

En la wikipedia hay bastante informacion -sobre todo en inglés- acerca de éstas y de otras

conjeturas.

Proposicion 1.4.1: Sean a,b naturales. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. a y b son primos entre si.
2. S(a)nS(b)=40 .
Demostracion: La implicacion 1=2 es evidente. Supongamos entonces 2 y hagamos d =(a,b).

Si algiin primo p dividieraa d , tendriamos que pla y p|b, en contra de 2. Por tanto d=1.

Proposicién 1.4.2: Si a€N, (a,a+1)=1.

Demostracion: Sea d=(a,a+1) . Entonces d|a y d|a+1, portanto d|l y d=1.

Sobre el conjunto de los numeros primos y su distribucion a lo largo de IN, nos

3 En aquella época se consideraba al 1 como nimero primo.



conformaremos de momento con el siguiente resultado, ya conocido por los griegos:

Teorema 1.4.3: El conjunto de los nlimeros primos es infinito.
Demostracion: Sea n€IN . Probaremos que existe algun primo mayor que 7 . El nimero n!+1 es
primo con n!,y por tanto m p(nH‘l):O para cualquier primo p=<n. Asi, todos los divisores

primos de n!+1 son mayores que 7 .

Proposicion 1.4.4: Sean a,b€IN . Son equivalentes:
1. bla
2. m,(b)<m,(a) paratodo pEP.
3. m,(b)<m (a) paratodo p€S (D).

Ademas, cualquiera de ellos implica que S(b)SS(a) .

.7 a . myla)—m
Demostracion: Sea c=g€Q . Aplicando el TFAr tenemos que c= | | p Aa=mlP) B claro que
pEP

ceN siysolosi m,(a)=m,(b) paratodo pEP . Vemos asi que 1 y 2 son equivalentes.
Es obvio que 2 y 3 también son equivalentes, puesto que si p€P —S(b), entonces m,(b)=0
Para demostrar la ultima parte tomamos p€S(b). Deducimos sucesivamente plb, pla y

pES(a).

Teorema 1.4.5: Sean a,b,c€IN . Si albc y (a,b)=1 entonces alc .
Demostracién: Sea p€S(a). Como S(a)NS(b)=8 , p&S(b), es decir, m,(h)=0 . Entonces
m,(a)<m,(b)+m, (c)=m,(c).

p

Teorema 1.4.6: Sean a,b€N . Entonces (a,b)= [[ p™"“ ™" 0, 1o que es lo mismo,
pesianS(b)

m ,((a,b))=min(m,(a),m,(b)) paratodo pEP.

Demostracion: Se sigue inmediatamente de la proposicion anterior.

Esta es la forma de calcular el med que generalmente se estudia en la infancia: “Factores

comunes con el menor exponente”.

Teorema 1.4.7: Sea p€P . Entonces \/EEQ .

a

Demostracion: Supongamos que \/EEQ . Entonces existen a,b€IN tales que \/;=Z’ es decir,

b* p=a*. Entonces 2m,(b)+1=2m (a), una contradiccion, ya que el miembro izquierdo es



impar y el derecho par.

Del mismo modo se puede probar que VneQ si y s6lo si m,(n) es par paratodo pEP, 0
lo que es lo mismo, si y s6lo si # es producto de cuadrados de primos. En este caso es claro que

VneN, por lo que
Teorema 1.4.8: Sea n€IN . La raiz cuadrada positiva de n es natural o irracional.
También de modo andlogo se puede ver:

Teorema 1.4.9: Sean m,n€IN . El nimero %/n es natural o irracional.

Ejercicios’

1. Encontrar dos enteros x,y tales que 36x+49 y=1.

2. Sean a,beEN, x,y€Z . Probar que si atb, bfa y ax+by=(a,b) entonces los
enteros x,) tienen signo distinto.

3. Sea n€IN . Probar que en todo conjunto con 7 enteros consecutivos hay un multiplo de 7.

4. Sean a,be€IN . Probar que existe un unico natural, que denotaremos por [a,b], que es
multiplo de a y de b,y que divide a cualquier otro multiplo comin de a y de b . Probar que
ab=(a,b)[a,b] . Hallar, para cada pEP el valorde m,([a,b]).

5. Sean a,b,c€IN . Probar que si clab entonces existe al menos un par de naturales ¢,,c,
tales que ¢ la, ¢,|b y c=c,c,. ;Se pueden siempre elegir ¢, y ¢, primos entre si? Probar que si
(a,b)=1 larespuesta es afirmativa y este par es Unico.

6.Sean a,b,c,d€IN . Probar que si ab=cd entonces a+b+c+d es compuesto.

7.Sean a,b€N . Probar que (a,b)=(a+b,[a,b]).

* Los ejercicios podrian contener definiciones, notaciones o resultados usados mas adelante en la teoria.



Capitulo 2. Congruencias.

Empezamos este capitulo probando un resultado sin interés teérico, ya que se trata de un
simple caso particular, pero servira para ilustrar el resto del contenido.

Vamos a suponer que a,b€IN. Si al dividir estos numeros entre 7 da como resto 6 y 3
respectivamente, entonces al dividir a+b entre 7 da de resto 2 y al dividir ab, 4. En efecto,
aplicando la division euclidea podemos escribir que a=7qg+6 y b=7q'+3 .

Entonces es facil ver que a+b=7(q+q'+1)+2 y ab=7(7qq'+6q'+3q+2)+4. Lo
interesante de esto es que en particular, para a=6 y b=3, también se cumple, obviamente. Esto
sugiere que podemos operar con los restos de las divisiones por 7 como si fueran los dividendos. Es
decir, si para cada n€IN definimos f;(n) como el resto de dividir n entre siete’, se tendria (y se
tiene, como probaremos en breve):

So(mn)=f,(f,(m) f,(n))
fom+n)=f.(f,(m)+f,(n))

En el método que hemos usado para probar el resultado anterior no parece muy relevante el
hecho de que el divisor sea 7, parece como si se hubiera podido probar para cualquier otro nimero,
y de hecho asi es.

Para evitar tratar casos separadamente, en adelante, si @|b , diremos que el resto de la division

. b
euclidea de b entre a es 0y el cociente ZEZ .

2.1. Definicion y propiedades basicas.

Definicién 2.1.1: Sean a,b,mE€Z ,con m>1 . Se dice que a=b+(m) (y se lee “a es congruente

con b moédulo m”) si m|(b—a).

Teorema 2.1.2: Sean a,b,m€Z con m=1 . Son equivalentes:

1. a=b+(m)

2. Elresto de la division euclidea de a entre m es el mismo que el de la division b entre m .
Demostracion: Aplicando la division euclidea tenemos que a=gm+r, b=q'm+r'. Si r=r'
entonces b—a=(q'—q)m . Reciprocamente, si m|(b—a) entonces m|[m(q'—q)+(r—r')], y por

tanto m|(r—r') . Como |(r—r")<m resulta que r=r".

Corolario: La relacion “ser congruente modulo m” es de equivalencia para todo m=1, e induce

4 Lanotacién f, nies estandar ni se usara en el resto del libro. Solo se introduce aqui con fines didécticos.



una particion de Z en m clases. Los enteros (0,1,2,...,m—1] estdn en clases diferentes, y las

clases a las que pertenecen estos nimeros son todas las que hay.

Teorema 2.1.3: Sean a,b,a’,b',m€Z con m=1. Supongamos que a=a'+(m) vy
b=b'+(m) .Entonces a+b=a’'+b'+(m) y ab=a'b’'+(m) .
Demostracion: Tenemos que m|(a—a’) y m|(b—b"). Por tanto divide a la suma, es decir,

m|a+b—a’—b') . Porotra parte ab—a'b’'=(a—a')b+a'(b—b"),y por tanto m|(ab—a’'b’) .

Corolario: Con la notacion y condiciones del teorema anterior, si f es un polinomio con una

variable y coeficientes enteros, entonces f (a)=f (a')+(m).

Proposicién 2.1.4: Sea a€Z , m>1.Si (a,m)=1 entonces existe a '€Z tal que aa'=1+(m) .
Demostracion: Por la identidad de Bezout existen enteros a ', b tales que aa '+bm=1,y entonces

(aa'—1)|m .

Proposicion 2.1.5: Sean a,b,c€Z, m,n=1 . Se dan las siguientes propiedades:
1. a=0+(m)emla
2. b=c+(m)e=ab=ac+(am) si a=0
3. Si a=b+(m) y a=b+(n) entonces a=b+([m,n]). En particular, si (m,n)=1 entonces
a=b+(mn) .

4. Si a=b+(mn) entonces a=b+(m) y a=b+(n).

Demostracion: Es muy sencilla para los cuatro enunciados y se deja como ejercicio al lector. Para el

tercero, se recomienda revisar el ejercicio 4 del primer capitulo.

2.2. Reglas de divisibilidad.

En esta seccion se describiran y demostraran las reglas de divisibilidad que habitualmente se
estudian en la educacion obligatoria, y se anadirdn otras; todo ello como una aplicacion de las
congruencias. Antes definiremos y justificaremos la representacion decimal de los naturales. Con
muy poco esfuerzo adicional se podria haber hecho lo mismo para sistemas de numeracion en otras
bases, pero no considero que este punto tenga demasiada relacion con el contenido del libro y lo he

pasado por alto. Denotaremos por 9 al nimero 1+1+1+1+1+1+1+1+1 y 10 serd 9+1.

Teorema 2.2.1: Sea a €IN . Entonces existen n>0,y enteros @,,...,a, que cumplen:



*© a= Z 10°a i
k=0
- 0<a,<9VEke|0,...,n|
- a,#70
Demostracion: Razonemos por induccion. El resultado es obvio si a<9 . Si no, podemos escribir

a=10qg+a,, con 1<g<a y 0=<a,<9 . Asi, por la hipotesis de induccion, podemos escribir que

q=z 10“"a, y por tanto a=z 10°a, .
k=1

k=0

Definicion 2.2.2: Dado a€IN, la (nt1)-upla de enteros cuya existencia se asegura en el teorema
anterior se llama representacion decimal de a . Los enteros de la (n+1) -upla son las cifras de a .

Se considera generalmente que 4, es la Gltima cifray @, la primera.

Proposicion 2.2.3: Si el natural a tiene una representacion decimal con 7 cifras, entonces
10"'<a<10". En consecuencia, todas las representaciones de a tienen el mismo numero de

cifras.
n—1

Demostracion: Sea a=z IOkak. Como a, #0, tenemos que a>10""'. Por otra parte,
k=0

n—1 n—1 n—1
D 10%a, <Y 9-10"=(10-1)D_ 10°=10"-1 .
k=0 k=0 k=0

Teorema 2.2.4: La representacion decimal de un niimero natural es Unica.

Demostracion: Ya hemos visto que si hay dos, tendran el mismo niimero de cifras. Supongamos

n—1 n—1
entonces que Z IOkak=Z lOkbk. Sea j€(0,...,n—1] el mayor posible, con tal que a;#b;.
k=0 k=0

J J
Entonces se cancelan todos los sumandos de n-1 a j+1 y queda Z IOkak=Z IOkbk. Podemos
k=0 k=0

suponer por simetria que b;>a; (lo que a su vez implica que 1=<b,—a;<10) y escribir

-1

~.

_ , =1
10°a (=107(b,—a;)+ z 10“p , - El primer miembro es una representacion decimal con j cifras y

k=0 k=0

el segundo otra con j+1,lo que contradice la proposicion anterior.



Notacion: En esta seccion la expresion a,a,_;"-*a, no sera el producto de los numeros

n
. ’ k
a,,a,_;,...,da,, sino el namero Z 10°a, .
k=0

Reglas de divisibilidad:

_ k
1. a,a, a,=a,_,a,_,a,+(10")

— cee k
2. a,a, "a,=a,_,a;_, a0+(2)

_ k
3. anan—1"'ao_ak—1ak—2"'ao+(5)

4' anan—l.”a0=zak+(9)
k=0

5‘ anan—l'.'aozzak+(3)
k=0

n

6 anan—l"'aozz(_l)kak+(1l)
k=0
7. a,a,_ ,-a,=a,a,a,+asa,a,+...+(999)
8. a,a, ,a,=a,a a,tasa,a,+...+(37)
9. a,a,_,a,=a,a,a,+asa,a,+...+(27)
10. a,a, ,~"a,=a,a,a,—asd,a,+a,a,a,—a, a,,do+...+(1001)
11. a,a, ,—-a,=a,a,a,—asa,a,+aza,a,—a, a,do+...+(13)
12. a,a,_,""a,=a,a,a,—asa,a,+aza,a,—a, a, do+...+(7)

Demostracion: La reglas 1, 4, 6, 7 y 10 se obtienen tomando moédulo 10°, 9, 11, 999 y 1001

respectivamente. Las reglas 2 y 3 son consecuenciade la 1,la5dela4,la8yla9dela7ylally

la12 dela 10.

Seguro que el lector puede obtener muchas més reglas de divisibilidad.

Ejemplo: Encontrar las cifras x,y para que el nimero N=5xy6 sea divisible por 117.

En primer lugar factorizamos el 117: 117=3*13. Asi, 5+x+y+6=0+(9), es decir,
x+y=7+(9). Por otro lado, xy6—5=xy1 debe ser multiplo de 13. Los multiplos de 13 con tres
cifras que terminan en 1 son: 91, 221, 351, 481, 611, 741 y 871. El unico que cumple la otra

condicion es el 611, asi que la solucion es 5616.

2.3. Anillos de restos.

Los resultados de la seccion 2.1 nos permiten definir ciertos conjuntos y dotarles de una



estructura algebraica. No es intencion de este libro profundizar en el estudio de los anillos, pero dar
unas nociones minimas puede agilizar enormemente el tratamiento de las congruencias.
El corolario del teorema 2.1.2 nos dice que para cada m>=1 podemos dar una particion de Z

en m subconjuntos. Pues bien, al conjunto de esos subconjuntos se le llama Z,,. Un elemento de

Z,, viene dado por la expresion @, donde a€Z ; a denotara el conjunto de todos los enteros
congruentes con a modulo m .

El teorema 2.1.3 nos garantiza la posibilidad de definir una suma y una multiplicacion en Z,,
del siguiente modo: a+b=a+b, ab=ab , ya que la clase resultante de la operacion no depende
de los representantes elegidos para efectuarla. Consideremos, para aclarar esto con un ejemplo,
m=14 a=5, b=11. Tenemos asi, 5+11=16. Si elegimos otros representante de 5 y 11, es
decir, numeros congruentes con 5y con 11 modulo 14, deberia darnos el mismo resultado. Tenemos
que 33=5+(14), -3=11+(14), y al sumar, 33+—3=30, pero 30=16, ya que 30=16+(14).
Compruebe el lector lo mismo con el producto. Es importante darse cuenta de que todo esto esta
garantizado por el teorema 2.1.3.

Es inmediato deducir que Z, tiene, con las operaciones asi definidas, estructura de anillo.

Definicion 2.3.1: Sea 4 un conjunto no vacio en el que se han definido dos operaciones +, - , que
tienen las siguientes propiedades:
- a+(b+c)=(a+b)+cVa,b,ce A (asociativa de la suma)
« a+b=b+aVa,beA (conmutativa de la suma)
- 30€4:a+0=0+a=aVacA (elemento neutro para la suma)
- Yac€Ad3-acAd:a+(—a)=(—a)+a=0 (elemento simétrico para la suma)
- (ab)c=a(bc)V a,b,c€eA (asociativa del producto)
- a(b+c)=ab+ac¥ a,b,ce A (distributiva por la izquierda)
- (a+b)c=ac+bc¥ a,b,ceA (distributiva por la derecha)
Alaterna (4,+,-) se le llama anillo. Si se cumple esta propiedad:
- dle€ed:la=al=a
se llama anillo unitario, y si se cumple esta otra
ab=ba¥ a,be A

anillo conmutativo. Los anillos conmutativos y unitarios en los que 1#0 se llaman dominios.

Proposicion 2.3.2: En todo anillo 4 se tiene que 0a=a0=0V a€4 .
Demostracion: 0a=(0+0)a=0a+0a, y por tanto 0a=0. De modo analogo se prueba que
a0=0.



Proposicion 2.3.3: Si un anillo unitario A4 tiene al menos dos elementos distintos, entonces 1#0 .
Demostracion: Supongamos que 1=0 y que a€4 . Entonces a=1a=0a=0. Entonces resulta

que el tnico elemento de 4 es 0.

Teorema 2.3.4: Dado un entero m=2, el conjunto Z,, es un dominio.

El conjunto Z de los nimeros enteros es otro dominio, por supuesto, lo que nos asegura que

hay ciertas similitudes entre Z y Z,,, pero también hay diferencias esenciales:

« Z esinfinitoy Z,, tiene m elementos.

« En Z las expresiones 1, 1+1, 1+1+1,... son todas distintas de 0, mientras que en Z,,, al
sumar 1 m veces se obtiene 0.

«  En Z se puede definir los nimeros positivos y negativos, y con ello un orden coherente con
las operaciones, y en Z,, no (por ejemplo en Z;, -3=4).

«  Los dominios donde el producto de dos elementos no nulos nunca da 0 se llaman dominios de

integridad. Z es por tanto un dominio de integridad, sin embargo:

Teorema 2.3.5: Z,, es dominio de integridad si y s6lo si m es primo.
Demostracion: Si m=1, Z, sereduce a [0}, ysi m es compuesto tendra algin divisor ¢ con
l<d<m . Entonces d-m/d=0.En cambio, si m es primoy a,b€EZ son tales que ab=0, esto

quiere decir que mlab , y por el teorema 1.3.5, mla 6 ml|b , es decir, a=0 6 b=0.

Definiciéon 2.3.6: Sea D un dominio. Se dice que d €D es un divisor de cero si d #0 y existe
d'#0 tal que dd '=0 (en cuyo caso d ' también es divisor de cero). Se dice que u€D es una
unidad si existe u'€D tal que uu'=1 (en cuyo caso u' también es unidad). El conjunto de las

unidades de D se denota U(D).Si U(D)U{0}=D  sedice que D esun cuerpo.

Proposicion 2.3.7: Sea D un dominio, a,b,c€D con ab=ac. Si a no es cero ni divisor de
cero entonces b=c .
Demostracion: ab=ac=ab—ac=0=a(b—c)=0=b—c=0. En la Gltima implicacion se ha hecho

uso de que a no es cero ni divisor de cero.

Teorema 2.3.8: En un dominio finito, los elementos no nulos son unidades o divisores de cero.
Demostracion: Sea F un dominio finito, y a €F \[0] . Consideramos el conjunto G={a",n€N} .

Es obvio que GEF,y como F es finito existiran m,n€N con m>n tales que a”"=a".Si a es



divisor de cero, el teorema esta probado. Si no, por la proposicion anterior, cancelamos 7 veces el

m—n—1__

término a y queda ¢" "=1, es decir a-a =1,porloque a€U(F).

Nota: Deberiamos haber dado sentido a la expresion a" para a€D y n=0, pero esto hubiera
alargado excesivamente esta seccion y creemos que el lector podra imaginarse sin problemas su

significado. En cualquier caso, se puede encontrar en cualquier libro de algebra de anillos.
Todo lo anterior se puede resumir asi:

Teorema 2.3.9: Sea D=2, .
Si m=1, D=0} .
« Si m esprimo, D esun cuerpo.

Si m es compuesto, D es un dominio con divisores de cero.

Teorema 2.3.10: Sea m>2.Si a€Z, acU(Z,)=(a, m)=1.
Demostracion: Si a€U(Z,,) existe b€Z tal que ab=1, es decir, m|(ab—1), es decir, existe
c€Z tal que ab—1=cm, o sea, ab—cm=1, por lo que (a,m)=1. Para el reciproco, véase la

proposicion 2.1.4.

Definicion 2.3.11: Sea D un dominioy #€U (D) . Denotaremos u~' al elemento de U (D) que

cumple uu '=1.

Teorema 2.3.12: Sea D un dominioy u,v€U (D) . Entonces uv€U (D).

Demostracion: wv™'u"'=1 .

2.4. Teoremas de FEuler, Fermat, Lagrange, Wilson vy

Wolstenholme.

La siguiente funcion se estudiard con mucho mas detalle en el capitulo siguiente, pero la

introducimos aqui para formular el teorema de Euler.

Definicién 2.4.1: Sea n€IN . Se define: @(n)=#{meN,m<n,(m,n)=1}, donde el simbolo #

denota el cardinal del conjunto que aparece a continuacion.

Teorema de Euler: Sea m>2 y a€Z . Si a esprimo con m entonces ¢”"'=1+(m) .



Demostracién: En virtud del teorema 2.3.10, U(Z,) tiene ¢@(m) elementos. Pongamos
U(Z,)=\a,,a,,....a,,) . Ahora bien, el conjunto {@d,,aa,,...,ad,,,} esta contenido en
uz,) por el teorema 2.3.12, ya que a€U (Z,,), y tiene el mismo nuimero de elementos
(compruebe el lector que no tiene elementos repetidos), asi que en definitiva es también U (Z,,) .

Multiplicando sobre cada conjunto tenemos la igualdad

akzc—ch(m)

y cancelando los productorios nos queda el teorema.

Teorema de Fermat: Sea pEP y a€Z . Entonces a’=a+(p).

Demostracion: Si a no es primo con p entonces a=0+(p) y el teorema es obvio. En otro caso
estamos en las condiciones del Teorema de Euler, por lo que podemos afirmar que ¢®'”'=1 +(p) .
Pero ¢(p)=p—1 por ser p primo, asi que a’~'=1+(p). Multiplicando en Z, por @ nos

queda el teorema.

Teorema de Lagrange: Sea f un polinomio de grado n con coeficientes enteros y p€P.
Supongamos que f(@)=0 para méas de n elementos distintos @ de Z,. Entonces todos los
coeficientes de f son multiplos de p .

.y -1 . s 7
Demostracion: Sea f(x)=a,x"+a,_ x"~ +:--4+a, . Razonamos por induccién sobre 7 .

Si n=1, f(x)=a,x+a,. Sean X, X, tales que a1x1+a0=a1x2+a0=(_) . Como X,#X,, debe ser
a,=0 y por tanto @,=0.

Supongamos el teorema probado para polinomios de grado menor que 7. Sean X, 1<k<n+1
elementos distintos de Z, tales que f (X,)=0. El polinomio % (x)=f (x)—f(x,) tiene al menos
una raiz entera, a saber, X, , por lo que podemos escribir (x)—f(x,)=g(x)(x—x,) . Entonces

0=f (%)= f (%) =(%,— %) g (%)

donde g es un polinomio de grado n—1 con coeficientes enteros. Como X, #X, para k#0, g
seanulaen Z, paramas de n—1 elementos, y por la hipotesis de induccién, p divide a todos sus

coeficientes. Pero f(x)=(x—x,)g(x)+f(x,), y como p|f(x,), p divide a todos los

coeficientes de f.

-1

Proposicion 2.4.2: Sea peP y f(x)=]](x—j)—x"

=1

S

~'4+1. Todos los coeficientes de f son

-
Il

multiplos de p .



Demostracion: El grado de f es p—2, luego, en virtud del Teorema de Lagrange, bastara probar
que p|f(k) para 1<k<p—1. Para estos valores de k el productorio se anula y tenemos

f(k)=1=k""", pero por el teorema de Euler k*~'=1+(p).

Teorema de Wilson: Sea p€P . Entonces (p—1)!=—1+(p).
Demostracion: En el polinomio de la propsicion anterior hacemos f (0)=(p—1)+1, que al ser el

término independiente de ', debe ser multiplo de p .

Teorema 2.4.3: Sea m>2. Si m=4, (m—1)+1=24+(m), y si m es cualquier otro nimero
compuesto, (m—1)!1=0+(m) .
Demostracion: Para m=4 es una comprobacion directa. Supongamos que m es otro nimero
compuestoy p=minS(m) . Entonces p’<m . Tenemos dos posibilidades:

Si p’=m, al ser m#4, sera p#2. Entonces 2p<m y 2p’[(m—1)!, por lo que

m|(m—1)!

Si p*<m, %>P y P'%Km—l)!,luego m|(m—1)!

1)1

p-l _
Teorema de Wolstenholme: Si p€EP y p>=5, entonces z (p—,'=0+(p2) .

=t J
Demostracion: Sea f el polinomio de la proposicion 2.4.2. Desarrollandolo queda:
fx)=1+(p=1N=8 ,_ x+8, ,x* == x"7?
Evaluandoen x=p,
fp)=1+(p=1)\=S,_ p+S,_,p’==S, p'”’
Pero sustituyendo en la expresion sin desarrollarnos da f (p)=1+(p—1)!—p”~", de donde

Sp_l=Sp_2p_..._S1pP‘3+pP-2

p—1
1)
Como p=5y p|S,_,,resultaque p°lS,_,, pero Sp_1=z M

j=1 J



